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Programme du cours

Matiere Cours Exos

1 09.09 |1-Intro des 3 enseignants
2. Rappel bases statique et diagramme des forces X
1 11.09 |Contraintes 1D X Série 1
2 16.09 |Contraintes X Série 1
2 18.09 |Contraintes X Série 2
3 23.09 |Déformation X Série 2
3 25.09 |Déformation X Série 3
4 30.09 |Transformation X Série 3
4 02.10 |Transformation X Série 4
5 07.10 |Torsion X Série 4
> 09.10 |[Torsion X Série 5
Dimitrios Karampinos




Questions ?

Quizz Session: micro200
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m Durant les séances d’exercices en classe

m Par courriel: danick.briand@epfl.ch



mailto:danick.briand@epfl.ch

Semaine 3
Partie I:
Contraintes et

Déformations relatives
en 2D
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3.
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Contraintes dans le plan

Déformations relatives dans le plan
Formuler des problémes en 2D
Exemples

Résumé



Objectifs

m Contraintes et Déformation relatives en 2D

00 Comprendre ce que sont les contraintes et déformations relatives
dans le plan, en 2D

0 Simplication de la loi de Hooke généralisée en 2D



Réduire les problemes 3D en
problemes 2D

m Dans plusieurs cas, selon la géomeétrie et les conditions aux frontieres
de 1’objet, par exemple déplacement restreint dans une direction, le
probleme 3D peut étre réduit en un probléme 2D

Contraintes
dans le plan

Déformations relatives dans le plan

m Applicable si dans I’une des directions majeures, nous pouvons coupexr
des sections au travers de 1’objet et la méme distribution de
contraintes ou déformations relatives pour chaque section



Etat de contraintes dans le plan 2D |

m Siune structure est mince: dz<<dx & dy : Contraintes dans le plan

m Cela simplifie le probléme 3D car: Orz R Ty R Ty, <0
m Seulement 3 composantes de contraintes restantes dans la matrice

Contraintes dans le plan:
Plaques / Membranes minces

En pratique, le critere s’applique pour des structures ayant une épaisseur
au moins 10 fois plus petite que la largeur de leur section.



Etat de contraintes dans le plan 2D
IMPORTANT

Etat de contraintes en 2D (x,y avec G, = 0)

m Ne signifie PAS qu’il n’y a aucune force agissant dans le
direction z. En fait, des charges dans la direction z génerent souvent
de grandes contraintes dans la membrane (dans le plan x,y).

m Ne signifie PAS que w=0 (pas de déformation dans la direction z).
En fait, la deformation selon ’axe des z est souvent plus large pour
les structures a parois minces.

- Les arteres, ou il y a des déformations substantielles, peuvent étre
considérées comme un systeme avec un état de contraintes en 2D
(en coordonnées polaires)

- Fabrication de MEMS : contraintes résiduelles dans des membranes
minces de SiN/SiO peuvent induire leur large déformation



Exemple du capteur de pression MEMS

Etat de contraintes dans le plan 2D |.

t: épaisseur

Bridge resistances

Doped
Pressure 1 piezoresistor t <<< L
Bonding pad L ——
R Merbrare t
/ P Thin diaphragm ‘L\—

Tensile External
stress pressure

N2 15/

X Thin diaphragm
P]-'TEI Anodic Bonding Side view pA

Optional balefor pressure 2

Silicon

* Contrainte en z négligeable par rapport aux contraintes dans le plan en x,y,
mais la pression appliquée occasionne une déformation en z de la membrane,

avec donc €zz # 0
Source: TE Connectivity, Bevaix, CH



Etat de contraintes dans le plan 2D

Bridge resistances
Pressure

Bonding pad

Silicon

Anodic Bonding
Optional balefor pressure 2

* Mais les contraintes sont localisées dans le plan x,y, 0zz est négligeable

* Les jauges de contraintes piezorésistives sont placées aux extrémités de la
membrane ou la contrainte est maximale dans le plan x,y



Etat de contraintes dans le plan 2D |

m Pour un état de contraintes dans le plan selon la direction-z (5,=0),
les équations sont les suivantes:

Oxyxy = E > (exx + vsyy)
Oxx Txy 0 1-v
Tyy 0y O E
0 0 O Oyy =12 (€yy +vexx)
v
Ey7 = —E(Exx + eyy) * 0
Opx V Oyy V

Eex =T TEF%y Gy T T T FOx €2 =~ (Oxx + Tyy)



Déformations relatives dans le plan

Représentation d’un corps long prismatique

Dimension selon la direction z est beaucoup, beaucoup plus grande que
celles dans les directions xety: L >>x,y

Déformations relatives dans le plan:
Structures épaisses/longues avec symeétrie

- -

r 4
y = plan x-y

(T T T e T AT e T e e e e e eI en Z
LUV LIV B L L L L L




Déformations relatives dans le plan

Représentation d’un corps long prismatique

Dimension selon la direction z - est beaucoup, beaucoup plus grande que
celles dans les directions x ety: L >>x, y

I 43(2)
m Etant donné que le corps est considéré comme T M~
infinément long selon z, les charges importantes J 7 : T
sont dans le plan x-y (rien en z) et ne changent , :‘-—
/
pas selon I’axe z: , o
A |
| <
m Ce qui implique qu'’il n’y a pas de gradient de & P ﬁ"éz
déplacement selon z (du moins négligeable) Cy)

m Onconsidereuenz =w=0



Déformations relatives dans le plan

m ['état de déformations relatives dans le plan survient quand il n’y
a pas de déformation probable ou possible dans une des directions

m Cet état survient souvent dans des objets qui sont trés longs dans
une direction ET avec une charge uniforme sur ses sections le

long de cette direction:

€22 = Exz = Eyz =0

0 0 0 0 0

m Exemples d’états de déformations relatives dans le plan:
O Tuyau long contenant un gaz pressurisé et fixé a ses extrémités
O Un barrage resistant a un lac artificiel
O ...




Déformations relatives dans le plan

m Méme si la Déformation relative selon ‘2z’ est nulle, cela ne
signifie PAS que la contrainte en ‘z’ est zéro.

m En fait la contrainte selon ’axe des z est:

Ory = V(Oge +0yy) #0

: 1 _
De la matrice de souplesse: ¢,, = - (—VOxx —VOyy +0,,) =0



Contraintes et déformations
relatives dans le plan

Résumé

Dansleplan o, o0, 0, €& ¢, € T, T, T,
Contraintes v v 0 Vv Vv Vv v 0 0
Déf relatives v v v v v 0 v 0 O




Résumé Partie I |

Contraintes dans le plan Déformations dans le plan

pas de déformation possible
dans une direction (ici selon z)

2z = Exz = Eyz — 0

mince: dz<<dx & dy

Orz R Ty X Ty, =0

- _E Exx Exy 0
Ox = Oxx = 1 — 2 (gxx + VEYY) e = Eyr Eyy U
E 0 0O O

Oy =0y =1_,2 (gyy + Vgxx)

Oxx V Oyy V T=|r o 0
Exx =7 — 50 Eyy =~ — =0 gy Yy
XX E E yy yy E E XX 0 0 o..
v V
Erp = _E(Gxx + 0yy) = -1 (gxx + eyy) * 0 Ory = V(Opy + 0yy) # 0
Dans le plan o, o, o, &y &y T | G | Em || G
Contraintes v v 0 v v v v

Déform. relatives v v v v v 0 v



Contraintes ou Déformations

relatives dans le plan?

A. Contraintes dans le plan

B. Déformatives relatives dans le plan

C. Aucune de ces réponses

0% 0% 0%
A. B. C.




Contraintes ou Déformations

relatives dans le plan?

A. Contraintes dans le plan

B. Déformatives relatives dans le plan

C. Aucune de ces réponses

0% 0% 0%
A. B. C.




Contraintes ou Déformations

relatives dans le plan?

A. Contraintes dans le plan

B. Déformatives relatives dans le plan

C. Aucune de ces réponses

Cylindrical vessel Spherical vessel

0% 0% 0%




Exemple 3.1

Relations Contraintes a Déformations relatives

Matrice de souplesse

A I A

E I I )
=2 (1 —v —v 0 0 0\ [0
Epy v 1 —v 0 0 0 T,y
&1 1 |l—-v —v 1 0 0 0 O,,
Yyl  E| O 0 0 21+4v) 0 0 Tay
Yz 0 0 0 0 2(1+v) 0 Tz
\"y- / \ 0 0 0 0 0 201+v)) \ryz)
' Vectelllr ' " Vecteur
Déformations relatives Contraintes

2(1+v)) =E/ G



Exemple 3.1 -
Matrice de souplesse

m Plague mince avec les composantes de la contrainte selon ‘x’
nulles et coefficient de Poisson v = 0

A partir de la matrice de souplesse, relier le vecteur de déformations
relatives au vecteur de contraintes. [X




Exemple 3.1

Relations Contraintes a Déformations relatives

Matrice de souplesse

E | | o
Exx ] -V -V 0 \ aﬁ\ =0
( 5},},\ (—V 1 —v 0 / T,y
& | v —v 1 0 O,,
Yoo 0 0 2(1 #+ v) 0 T |=0
\fyy,z) \ 0 0 2(1 + V)) \Tyz)
" Vecteur ' " Vecteur
Déformations relatives Contraintes

2(1+v)) =E/ G



Exemple 3.1

Simplification pour une plaque mince avec contraintes nulles selon ‘x’

o,= 0

Ty = 0

Tyy=0
Ex -V =V 0
& \_1[ 1 —v 0 jog
€z - E —V 1 0 T z
Vyz 0 0 21+v)/ 7

2(1+v)) =E/ G



Déformation relative dans un Cube

o, compressifa 200 MPa, o
Les autres composantes de la matrice de contraintes sont nulles.

Poisson’s ratio v = 0.25, E =5 GPa, G = 2 GPa.

Quelle est la déformation relative ¢ selon I'axe des x ?

A. 10-1073

B. -10-1073

C. 5-1073

D. -5-1073

E. 15-1073

F. -15-1073 o

0% 0% 0%
A. B. C.

BL

0%
D.

0%
E.

en tension a 300 MPa. Contrainte de cisaillement T,, de 50 MPa.

0%
F.



Déformation relative dans un Cube

Nous considérons: g,, €, €, et 0,, 6, 0,.ou € sont les déformations relatives
normales et 6 les composantes des contraintes normales.

Avec Coefficient de Poissonv = 0.5, quels parameétres sont nuls (= 0) ?
€ €Z O,

A.
B
C. O,, Oy
D
E

y
0% 0% 0% 0% 0%
x -7 > .7 - j- - -7 - -7 —
z A, B. C. D. E.



Exemple 3.2

Bloc entre deux murs

m Un bloc rectangulaire A est compris en deux surfaces rigides avec un
gap ‘a’. Une contrainte uniforme o, est appliquée selon ’axe x.

(a) Déterminer la contrainte o, avant et juste avant la fermeture du gap
(b) La valeur minimale de 0, nécessaire pour fermer le gap avec 0,,=0

(c) Le changement de longueur selon ’axe ‘x’ quand le gap ‘a’ est fermé

y /j R %mféé?/g%%f
[

> o 'Y
¥
0y —m J’l 4— Oy |
Z X z X b
—» Pr—
Y

(d < ¢)




Exemple 3.2

Bloc entre deux murs

m Contrainte dans la directionx : 0,
m Génération d’une déformation en y due a l’effet Poisson

m Pour une valeur donnée ¢,, déformation en y: Ab = a (le gap entre le
bloc et le mur)

y /j R %Mféﬁ%ﬁ/g%%f
[

> $ Ab - ‘
=l s e | A




Exemple 3.2

m Pas de cisaillement, donc le probléme n’a que 3 équations:

€x 1 —-v —v\ /%%
s | = l o — 2 _ K _ K : g, =0
y| =57V 1 —v y —>£x—E an EO'Z,... B
€z -V -V 1 Oz Ox = ~0%0
m Commeo, =0 eto, = —0j: & =2 +& -0, = FE¢&, —vo
z x 0- y g 0 g y y 0
Ab
VTh
m Quand le gap est ouvert (Ab < a): g, =0
. YAb &  Ab=egb=—0yb
9 —» J’l_ 4— oy 4}1

[4 >




Exemple 3.2

Bloc entre deux murs

m Au moment juste ou le gap se ferme, mais sans s’appuyer au mur:

a
Ab = a, &y =1 &loy, =0
a Ea
De 0y=EE—v00 Vo = E—>ao=;E
c __@_ZG _ 1(Ea\ 1a_)A _ __la-c
U E EYTTEWE)T VR T v

L,

—> <+ :
¥ ¥
v zl_x R z‘lx b
—»

% 7 72
%%//W? o %/5/// ’5,5//7 f /// %r, ,




Exemple 3.2

Bloc entre deux murs

|

m Maintenant le bloc touche et pousse sur le mur en y (apparition d’une réaction)

Calculer la contrainte 0,, dans le matériau en fonction de 0.

VO

a
Sans mur cela signifie que nous avons &y ;otq; > 5
__4db _a _a +
Avecmur &y tor = ~ =5 €y,tot =3 = &y, T Eyreaction
— + %y a
0
@
— 4 L
ay, — Y — O 4
zl_x ’ Z_lx b
_b .‘_
_h ‘_ o e
Z R 22 g , s
Wi . ;W/. . . f//%{////////




Semaine 3
Partie II:

Déformation

1.
2.
3.
4.

Déformation en 3D et en 2D
Equilibre en 3D, 2D et 1D
Déformation axiale

Barre comme un ressort



Objectifs

O Calculer des déformations a partir de contraintes et
déformations relatives

O Equilibre et déformation axiale en 3D, 2D & 1D

O Analogie barres - ressorts



Déformation en
3D et 2D

39



Lol de Hooke en 3D

Relations Contraintes a Déformations relatives

Matrice de souplesse

A I A

E I I )
=2 (1 —v —v 0 0 0\ [0
Epy v 1 —v 0 0 0 T,y
&1 1 |l—-v —v 1 0 0 0 O,,
Yyl  E| O 0 0 21+4v) 0 0 Tay
Yz 0 0 0 0 2(1+v) 0 Tz
\"y- / \ 0 0 0 0 0 201+v)) \ryz)
' Vectelllr ' " Vecteur
Déformations relatives Contraintes

2(1+v)) =E/ G



Lol de Hooke en 3D |

m La déformation relative volumétrique / le changement
de volume peuvent étre calculés:

AV
v Exx T Eyy T €2z
1 —2v
p— E (U$$+0yy+gzz)
1
(o _E
1 —2v

K est le module en volume du matériau. Il peut étre calculé a partir
des 2 composantes indépendantes E and v.



Exemple Déformation 3D

Charge sur les 3 axes

m Un bloc rectangulaire de cuivre a les dimensions suivantes:
a =200 mm, b =120 mm, and ¢ = 100 mm.

m Ce bloc est soumis a une charge trixiale en équilibre comme suit:
0, = +2.40 MPa, 0, =-1.20 MPa, and 0, = -2.0 MPa.

m En assumant que les forces appliquées sont distribuées
uniformément sur les faces respectives, déterminer:

- les changements de dimensions selon a, b, et ¢

A

E =140 GPaandv =0.35. c




Charge sur les 3 axes

Exemple Déformation 3D |

m Application de la loi de Hooke généralisée en utilisant la matrice de

Souplesse. = Lo w0 . 0\ o)
Ey -v 1 —v 0 0 0 Oy
e, | 1 |-v —v 1 0 0 0 o
Y|  E][ O 0 0 201+v) 0 0 Ty
Yoz 0 0 0 0 21+4v) 0 Toz
\ -/ 0 0 0 0 0 201+v)) \ryz/

m Pas de contraintes en cisaillement, le probleme peut se réduire a:

y | =%V —V y| & =7 —5 0y — L0z .
€y E -V -V 1 0y E E E

_240MPa 035
) b “* =140 GPa 140 GPa

L

0.35
(—120 MPa) - m (—20 MPa)

> £, = 2514285714 - 1076




Charge sur les 3 axes

Exemple Déformation 3D |

m We start from the Generalized Hooke’s Law, using Compliance Matrix.

= e 0 0\ (o)

-v 1 —v 0 0 0
e | 1 |-v —v 1 0 0 0 o,
Yy | E] O 0 0 21+v) 0 0 | Ty
Yaz 0 0 0 0 2(1+v) 0 Tuz
\ -/ 0 0 0 0 0 201+v)) \ryz)

m Because no shear load is applied the problem is reduced to:

Ex 1 1 il V4 —V Ox o Y, v
E E FE E
Sz —V all V4 0y,

1
_ 240 MPal 20 MP )
b ® =140 GPa 140 GPa: 47740 GPa

L

c & = 25.14285714 - 10°°

& = 25-107°



Charge sur les 3 axes

Exemple Déformation 3D |

m En appliquant les mémes types d’équations pour les autres directions.

83’____Jx__0 983,——9.57148'10 6——9.6’10 6
E E E z

& ——Z——O' — =0, & ——172857106——17106
d E E x E Y z .

m En utilisant la définition de la déformation relative:

ou Aa
Ex == > & =— 2 Aa=a-g =—>50um
y dx a
A _Ov Ac
- ey—a &y = - Ac=c-&,=—0.96 um
< ow Ab

¢ €z=a—>€z=7 - Ab=b-g,=—2.0pum




Déformation en 2D |'

Contraintes dans le plan Déformations dans le plan

mince: dz<<dx & dy pas de déformation possible
dans une direction

2z — Exz = Eyz — 0

g 1%
Yy
fy = T O
e = \|€yz Eyy O
. 0 0 0
gzz:_E(O-xx'l'O-yy)
%




4
Example 3.3 7
Déformation avec contraintes dans le plan

m Un cercle de diameter ‘d’ est inscrit sur une plaque de métal carré
(Module de Young E et coefficient de Poisson v) d’épaisseur f et de coté |.

m Si la plaque est soumise a des contraintes dans le plan
Oxx = 82.7 MPa et gy, = 137.8 MPa,

avec E = 200 GPa,v = 0.30,t = 2.00cm, et [ = 40.0 cm

Trouver les changements:

(a) De la longueur du diamétre AB;

(b) De la longueur du diametre CD;

(c) De I’épaisseur de la plaque;

(d) Du volume de la plaque.




48
Example 3.3
Déformations avec contraintes dans le plan

m Comme la plaque mince (t < [) est soumis a une charge biaxiale,
nous pouvons appliquer I’état de contraintes dans le plan

m En utilisant la matrice de souplesse:

1
Exx = (Uxx — ngy)

1
&y = | (“yy — Vgxx)



Example 3.3 |‘

m Une fois les déformations relatives connues, nous pouvons calculer:

AAB +AB=d-056-1073 ACD =&, -CD=d-0.21-1073

= Syy
m Puis pour la direction verticale (Contraintes dans le plan o, = 0):

—V
Epy = F (ayy + axx)

m Et pour le changement de volume:
AV

Vo




Equations d’équilibre
en 3D, 2D et 1D




Equilibre en 3D |

m On commence par définir les équations microscopiques d’équilibre.

m Rappel: 1¢* indice dénote le vecteur normal du plan, 2°™¢ indice
représente la direction du vecteur de force / contrainte.

X Composantes des contraintes Composantes des
sur les faces de gauche, de contraintes sur les faces
dessous et arrieres droite, du dessus et avant



Equilibre en 3D

00« 0Ty
YE =004 +——dx — 0y, |dydz +| Tyy + dy — Tyy |dxdz +
dx dy
0Ty
+| Ty, T+ ? dz — Txz dx dy +B, dx dy dz =0 B, : Force en volume (N/m?®)

(i.e. gravité)
00y, 0Ty, 01y,

dx ay 0z

+B,=0




Equilibre en 3D

m Les forces dans la direction-x proviennent des contraintes sur
CHACUNE des six faces

m Somme de tous les éléments qui agissent selon x, y et z:

00zs  OTye = OTuy
Ox oy 0z
00yy  OTzy  OTyy
oy Ox 0z
00,, OTpr OTyz
0z i Ox i oy

m Ce sont les 3 équations d’équilibre

+ B, =0

+ B, =0

+B,=0



Apres I’équilibre des forces,
d’autres équilibres nécessaires ?

A. Oul, nous devons considérer
les Moments

B. Non, les Forces suffisent

c. Iln'y apas de Moments
résultants dans ce cas

0% 0%

0%




Equilibre en 3D

m Ces 3 équations peuvent étre réduite a une avec une notation

indicielle:
0 o X=X
ox; ( > i Y =%

o2 2 T
ox2 = (>m = ~ 0x;0z;

9(), a(),
<)” B 0x; ::Z(?xi

Y

m Nous pouvons écrire les 3 équations d’équilibre sous la forme:

O'Z'jJ'—I-Bi:O ’I:,j:].,2,3




Equations en 3D

i i=1,2,3

(3’0'3;3; 8Tyx 07‘21; i Bm —0 Uij,j 1 BZ o O
Ox 0y 0z - -
80yy aTxy asz 5 _g Equation d’équilibre
oy Ox 0z Y
00,, 0Ty, 0Ty
+ B, =0
0z ox oy . . o
Equation constitutive
o 1 —v —v 0 0 0 ( o
( Ey \ (—y 1 —v 0 0 0 \ ay\
e | _1|-v —v 1 0 0 0 o
2¢59 | E| O 0 0 2(1+v) 0 0 Tay
2€ 0 0 0 0 2(1 + V) 0 Txz
\ 2¢,.. \o 0 o0 0 0 20+v)) \ryz/
( I ) 1 (9ul c‘?uk E ) )
Erpl = =(u U = | =+ — 2 '
kl I,k k,l 2 \ Oy dz, quation cinematique




Formuler des probléemes en 2D
Contraintes 2D

m Et nous pouvons aussi exprimer I’équation d’équilibre dans 1’état de
contraintes dans le plan en terme de déplacement:

o2 +1+vGa 0u dv +B. =0
YT dx \ 0x By B

op2 +1+vGa au ov +B, =0
R dy \ 0x ay




Réduction d’un probleme 3D a 1D

m Sinous avons une barre avec une charge axiale seule o, :
Oyy = 0z7 = Ty = Tyz = Tyz = 0

m Les équations se simplifient énormément:

0040  OTys = OTuy

Ox oy 0z

0oyy  OTzy  OTyy 00«
B,=0 +B,=0
Jy * ox i 0z Y dx x
00, N 0Tz N 0Ty B. -0

0z Ox oy




Equilibre en 1D

Equation microscopique

X

— .

N(x)=0,(x) A

Ll 11

dx

N(x+dx)=0,(x+dx) A

YF =0 = (0,(x +dx) — 0,(x))A+ B,Adx




Analyse de I’équilibre microscopique
En 1D

m Calcul de la contrainte a un point arbitraire d’une structure agissant sur un
élément infinitésimal dV=A(x)dx

m La force axiale interne N(x) équilibre les deux types de forces externes
(charge axiale distribuée q(x), et force axiale en volume B,)

ﬁ
X
B.A(x)dx
Nix) +— R dN(x)
_— Nix) + ——dx
q(x)dx

T d(x): force axiale distribuee (N/m)

B, : force par volume (N/m3)

{N(w) + o dx} — N(x) 4+ q(x)dx + B, A(x)dr =0

dN (x)
dx

+q(z) + By A(z) =0




Equation d’équilibre en 1D

Alx)

N(x) 4——— " N+ %dx

B, relié ala
gravité (p)

gy

dN (z)
dx

+q(z) + B;A(z) =0

q(x) relié a
des masses
en extra

mh‘

N(x): Force interne

B, : Force en volume (N/m?3)

T X I
Al ms g .

(i.e. gravité, champ électromagnétique)

AN\

* Pour la partie axiale du cours, q(x)=0

q(x)*: Charge axiale distribuée (N/m)



Déformation axiale

63



Objectifs

O Que se passe-t-il lorsque 1’on presse sur la gomme a effacer ?

O Pourquoi la réponse est-elle différente si l’on presse sur la gomme
a plat ou sur son c6té ?



Déformationen 1D

m S1 nous avons une barre avec une charge axiale:

_ _ _ _ _ F
Oy =0 =Ty =T =T =0 J—

Ve

m Les équations se simplifient énormément:

e Oxx
XX
aa’”‘+B 0 aN"+BA() 0 Fy
0x x 0x x Eyy = Ezz = _Eo-xx
A®) du(x)
E =
B A(x)dx xx dx
N(x) «—— — dN(x)
_— Nix) + I dx

X

\ u(x) —u(0) = f Exx (X)) dx’

0




Réponse d’un corps a une charge axiale

0

Définir la charge interne N
- Définition de la contrainte A

Relier la contrainte a la déformation relative

- Loi de Hooke reliant contrainte et déformation relative g — E - e

3. Caractériser la déformation d’un matériau continu

- Définition cinématique de la déformation relative / déformation

g_L_LO_g g(x)_du(w)
- LO B LO o daj‘

» pour calculer u(x)

4. Assurer que le corps est en équilibre

dN (x)
dx

+q(z) + B A(x) =0



Déplacement dans une barre chargée
axlalement

m Nous utilisons les trois équations pour dériver I’extension génerale
dans la barre, le déplacement u(x):

m Ensemble avec I’équation d’équilibre et la loi de Hooke, nous
exprimons I’équation d’équilibre en fonction de u(x):

c=Fc=FE (du(x))

dx

dN (x)
dx

d*u(x)

+q(x)+ B, A(zx) =0 = |E T

—|_sz0|

Sans charge distribuée et avec E et A constants

q(x): charge distribuée = 0 et I’équation d’équilibre est divisée par A



Déplacement dans une barre chargée
axlalement

m Le cas particulier d’une barre fixée a une extrémité et tirer avec une
force E Nous résolvons I’équation d’équilibre:

g 2
5 gﬁ F body force (B, =0): d ’U,(ZC) — 0
A bar T
x=0 x=1L d$2
N(L
m Conditions aux frontieres: u(0)=0 et du(l) =c(L)= L —()
dx E AE
avec solution: u(x)= C,x+C, u(x)= u(0) + N(L)ex / AE

u(0)=0=C,=0  u(x)= N(L)sx / AE

m Nous trouvons I’expression de 1’allongement total:

oy N NL
0=u(L) ”(0)_AE (L-0)=_""

AE




Traitement des corps comme des ressorts

E A @ Charge unique a l’extrémité

Pour A et E constants, nous pouvons écrire:

Spring Axially loaded bar

ANNNN\N

Hooke’s _ AE
Spring I _AE
constant - T




Traitement des corps comme des ressorts

mRigidité k
AFE
k=2

L

mSouplesse f

L

1
f_E AE

k-

A

with A= 0



k:,+ pour cette structure ?

A. ktOt — kl + kz
B. kt0t=kil+k2_1
C ko = (ki* + k)71

0% 0% 0%
@ | —— >

A. B. C.




k:,+ pour cette structure ?

A. ktOt — kl + kz
B. kt0t=kil+k2_1
C ko = (ki* + k)71

0%
A,

0%
B.

|

0%

A $ T 2 I W

C.



Résumé Partie 2

Déformation axiale

m Loi de Hooke:

oco=F- ¢ = F-

| =

9
L

m Déformation d’une barre chargée axialement avec une section
uniforme A et E constant:

=~ E - T 3 : rigidité ‘k

)

m Déformation relative d’une barre chargée axialement avec des
parametres non constants:

du N(x) 5= JL N(x)
0

g(X) = — = d
dx  A(x)E(x) AE@)




Exemple 3.4 °
Allongement d’une barre d’acier

Une barre circulaire de 10 m de longueur utilisée dans un mécanisme de
contrdle doit transmettre une force en traction de 5 kN avec un
allongement maximal de 3 mm et une contrainte n’excédant pas 150 MPa.

Quel doit étre le rayon minimal de la barre ?

E =200 GPa
10m

S5 kN




Exemple 3.4

Allongement d’une barre d’acier

10 m
I: )
>
A
(0] X
N F 5 kN 1 s o
OMax,permis = 150 MPa; 0 = n = 1 = Amine = on - = 3 10™°m
ax,permis
5 3 5 F L F oA 5kN-10m
Max,permis mm; k AE min,& 200 GPa - 6Max,permis
Amin,6 > Amin,a = Tmin = min0 = 0.52 cm

T

5
~10~*m?
6 m



Exemple 3.5 °
Allongement avec 2 forces

L
/: > Segments ne sont
; 3 DL L, F pas des Sections !!!
/‘ )
e
0 X 2 N = ko

Approche: Séparation de la structure en 2 segments
Calcul de I’'allongement pour chacun des segments

Etape 1:Méthode des sections pour trouver les forces internes «/\»
dans chacun des segments

Etape 2: Calculer la déformation axiale en relation avec la constante
de ressort de chacun des segments



Exemple 3.5

Allongement avec 2 forces

L

>

F , )
E A 0L> —> Réaction:R+ 2F =0

R =-2F

o \\\Li
J
N | =V

Etape 1: Méthode des sections pour trouver les forces
internes dans chaque segment

Segment 1 Segment 2
ZF N N F
[ | o
< > < >
o X 2 2



Exemple 3.5

Allongement avec 2 forces

/:
% F F
Z S N = ko
/: 3 >
() X 5
2
Etape 2: Déformation axiale dans chaque segment
Segment 1 Segment 2
+ > < >
2F L 2F F L F
< — ”—> <—o — ”—>
2 2 Somme des déplacements
_AE  24AE AE 2AE pour le déplacement total
1 é L kz = I = 7
> L
2 3FL
2F FL 52=F= FL 5t0t:51+52=§E
2AE




Exemple 3.6

Allongement d’une barre fait d’un alliage

L

>

E(x) = E(1 + ax) ———>

l\\\\\“

F
N(x) = constante = F - o(x) = 1= constante

Y _ du(x) B ~ L
e(x) = E(x),e(x) =——> § = u(L) — u(0) = JO £(x) dax
LF F(tdx F In(1+al)
o AE(x) AJ, E(x) AE, a
En analogie avec N = ATE Ly — o AE

= AE
& °In(1 + al) L
\_'_l

k



Exemple 3.7

Effet de la gravité

Solution en utilisant la méthode de section

et I’équilibre eq. 2F=0

1 i

(N (x)
N(x)
E
A
Ll P 4
AN\\N ANNN\N

X

0]

p: densité en kg/m?
N(x) # constant!!!
F—N(x)—pAg(L—x)=0
N(x)=F — pAg(L — x)

N(x)
EA

e(x) =
L

6 =u(l) —u(0) = f g(x)dx
0
L
o = J N(x) N(x) dx

LZ
A
AE(FL pag 2)

k??




Exemple 3.7

Effet de la gravité

Solution en utilisant la définition de p: densité en kg/m?
I’équilibre en 1D AN GO
+ BA(x) =0
dx
F B =—pg
dN(x L
dfc ) =pgA - N(L) — N(x) = f pgAdx = pgA(L — x)
X
N(x) =N(L) — pAg(L —x) = F — pAg(L — x)
& N(x)
A e(x) = T
AR ]! Ly ®, L
6= j = N(x) dx
L2
X A
T " AE (F b= pags )

SNNNN o 177



Force interne, N, est — elle la méme -
dans les matériaux A et B?

v Material B
N

F
N
.
A
\\ \
Ay
A N
\ A
\ A
AY
\
\
‘

Cross section

|

A. Oul
B. Non

c. Cadepend A. B. c.



Semaine 3
Partie III:

Effets thermiques

1. Effet thermique
2. Structures hyperstatiques

86



Objectifs

O Effet de la variation de température sur la contrainte et la
déformation relative dans le matériau

O Comprendre ce qu’est un probléme hyperstatique

0 Résolution d’un systeme hyperstatique lorsqu’il y a une variation
de température



Effets thermiques |

En général, les matériaux se dilatent avec une augmentation de la
température (s’il n'y a pas de contraintes géomeétriques) et engendre une

Déformation relative thermique:

ET — Oé(T — T()) = aAT

a est le coefficient de dilatation thermique (linéaire)

Il a les dimensions (mm/mm)/°C or °C-!

Equation Température — Déplacement

3?“ — ETL — ﬂ‘.’(&T)L




Effets thermiques

er = a(T — Tp) = aAT

a est le coefficient de dilatation thermique (linéaire)

o>0 ad AT>0 0>0 and AT<0

. | (.

a<0 and AT>0 a<0 and AT<O0

— e S




Effets thermiques

Déformation relative thermique
ET — Oé(T — T()) = aAT

F F

Une force est appliquée _) T

Puis une variation de température

a>0 et AT>0

STOT — Smech,F + 8T avec & h = o/E

mecC

Déformations relatives thermiques peuvent étre superposées aux

déformations relatives normales




Barre déformée par la température

Une barre a -6°C touche un mur et la température est changée de facon a ce

que la barre s’éloigne de 2 mm. Quelle est la température de la barre une

fois éloignée de “d=2 mm” du mur ? d=2mm,L =98 mm, h =10 mm

E=23GPa,a =-16-10">°C"1

X
“ L
A —125°C
B 119°C
¢ 125°C e =a Al
. -131°C

0% 0% 0% 0% 0%
E. Aucune de ces réponses A B C. D.

&



Effets thermiques |

Sl la structure est restreinte, sa déformation n’étant pas possible, la
déformation relative thermique résultera en une contrainte “thermique”:

Omech, T = —Ea(AT)

Eror = ©
0=¢&
e

+ &

mech, T

+ &

mech, T

mech, 7 = = &7 = -a(AT) MATERIAL (E=40GPa)

o h,
Emech,T = m(;c L = —a(AT)

Le matériau veut se dilater ou se contracter mais les restrictions géométriques
I’en empéchent: une force interne apparait menant a une contrainte interne.

Contraintes “thermiques” peuvent étre superposées aux contraintes normales



Effets thermiques

Sl la structure est restreinte, la déformation relative thermique
résultera en une contrainte “thermique”:

Contrainte interne Omech,T — —Fa (AT)
A  compressive B

delta T positif pour un o positif: barre en compression

delta T négatif pour un a positif: barre en traction




Probleme indéterminé

Structure hyperstatique |

m Un systéme pour lequel les équations d’équilibre sont insuffisantes
pour déterminer les réactions (plus d’inconnus que d’équations)

m Certains des supports ou charges sont redondants pour maintenir
I’équilibre

§
N

.

X L
SF,=0=R;+F-R,

- Hyperstatique avec une force redondante: 2 inconnues pour une équation
- Il faut donc une équation supplémentaire pour résoudre un tel systéme

*Force redondante: Force en exces pour assurer I’équilibre



Barre fixée a ses deux extrémités
Effet d’une variation de température

m Une barre est fixée a ces deux extrémités a température ambiante. Elle
est ensuite chauffée a une tempeérature plus élevée. (a est positif)

Est-ce un systéme déterminé ou indéterminé / hyperstatique ?

A. Déterminé
B. Indéterminé

MATERIAL (E=40GPa) 0% 0%
& @



Barre fixée a ses deux extrémités
Effet d’une variation de température

m Une barre prismatique AB de longueur L est fixée a ses deux
extrémités. Si la température de la barre est élevée de T,

Donner:
- I’équation d’équilibre
- la réaction Ry ?
- la contrainte 6,,,.,,s7 développee dans la barre

E =100 GPa
L=10m
Diameéetre = 1 cm
o =20x10°

AT = 200°C




Barre fixée a ses deux extrémités
Effet d’une variation de température

m Une barre prismatique AB de longueur L est fixée a ses deux
extrémités. Si la température de la barre est élevée de T,
R, l
Donner:
- I’équation d’équilibre
- la réaction Ry ?

- la contrainte 6 1 développéee dans la barre

mech?

E = 100 GPa Equation d’équilibre

Diameétre = 1 cm %
a =20x10° ‘
AT = 200°C Equation de compatibilité




Barre fixée a ses deux extrémités
Effet d’une variation de température

Déplacement dii & AT Op = a AT L

Déplacement di a R, SRA =-1 AB RA f,pg = L/AE

Compatibilité Op + Ogz = 0

N =-Ry c =N/A
=N 6 =-aATL/A fy
— — c =-oa AT L AE/AL
Ry Tx o =-aATE



Barre fixée a ses deux extrémités
Effet d’une variation de température

RAl

Ry= o ATL /fyy  fa=L/AE
R,= o ATEA
R,= 31.4kN

c =-aATE

mech,T X ]

c =-400 MPa

mech,T



Résumé Partie 3

= Déformation relative thermique: 77— AT

m Déformation thermique: or= €L = a(AT)L

m Si le matériau veut se dilater ou se contracter mais les restrictions

géométriques I’en empéchent: une force interne apparait menant a
une contrainte interne «thermiquey:

Omech, T — —Ea(AT)

m Structure hyperstatique: Un systeme pour lequel les équations
d’équilibre sont insuffisantes pour determiner les réactions (plus
d’inconnus que d’équations)

I1 faut donc une équation supplémentaire pour résoudre un tel
systeme: 1’équation de compatibilité, fonction du systeme étudié



Semaine 3 103

Partie IV:

Densité d’énergie

1. Energie de déformation relative
2. Résumé



Objectifs

O Comprendre le concept d’énergie de déformation relative

O Calculer I’énergie de déformation relative emmagasinée dans
un matériau élastique lorsque déformé



Traitements des corps comme des ressorts:
Energie de déformation relative

m Nous pouvons maintenant appliquer cette analogie a I’énergie
emmagasinée par un ressort ou une barre

Pour A et E constants, nous pouvons écrire:

Ressort Barre axiale
sous charge
Loi de AF
Hooke F:kAZC N=—5
L
Constante AF
de ressort k k = T




Energie de déformation relative en 1D

m 'Energie de déformation relative est définie comme 1’énergie
absorbée par la barre lors de sa charge

P

e >

F Equation générale U= W = f F, ds, ()
) (

F, \

]
i
0 8
‘_51"| Lﬁal
8 1

m Lol de Hooke: Lia courbe de charge Force - Déplacement est linéaire

U=Fd/2 et 0=FL/EA

L EAS>
U= 2EA U= 2L
En Joules
F? k6>
U=— U=——




Energie de déformation relative en 1D

Densité d’énergie de déformation relative

m De la loi de Hooke nous savons qu’un matériau solide réagit de
maniere similiaire a un ressort. ’'énergie emmagasinée par un

ressort est:
X

| 1
Uspﬂng:fﬂdx:kadx:Ekxz.
0

0

m Par analogie, I’Energie de déformation relative dans un solide
élastique (I’énergie de déformation relative par unité de
volume, la densité d’énergie de déformation relative) est:

Uozfcrdsszeda‘:%Esz (J/m?3)
0 0




Energie de déformation relative en 1D

Aire de la courbe Contrainte — Déformation relative

m Aire sous la courbe Contrainte-Déformation relative:
Densité d’énergie de deformation relative (U,: J/m3)

m Aire “sur’ la courbe Contrainte-Déformation relative :
Densité d’énergie complémentaire (U,’:]/m?)




Energie de déformation relative en 1D

Energie de déformation relative et température

m Déformation relative thermique crée un décalage dans la courbe G vs. €

- Energie de déformation relative due a une charge externe F

- Barre libre: Déformation relative thermique, pas de contrainte (aucune force
interne ne s’oppose a sa dilatation)

- Barre libre: une variation de température ne change pas son énergie

o

U, / Aire restent les mémes que sans la
composante thermique

U, est la densité d’énergie de déformation relative J/m3



Energie de déformation relative en 1D

Energie de déformation relative et température

m Déformation relative thermique crée un décalage dans la courbe G vs. €

Un=f5d5=fE(E_ET)dE=;E(E_ET)Z
Er Er

U, / Aire restent les mémes que sans la
composante thermique

U, est la densité d’énergie de
déformation relative J/m?




111
Example 3.8
Déformation a partir de I’énergie de déformation relative

Déterminer la déformation verticale oz du joint B de cette charpente.
Charge F appliquée au joint B.

Note: Barres avec la méme rigidité axiale.

de Gere & Goodno



Example 3.8

Déformation a partir de I’énergie de déformation relative

Déplacement du point B est déterminé en

utilisant I’équilibre et I’énergie de

déformation relative

FO F’L
w 2 2EA
: F H
Force axiale Faxiale = Longueur de la barre: [ =
sur une barre: 2cospf cos
2FL 1 F? H _  F?H

Pour 2 barres: U = = — X X =
2EA EA 4cos?f cosff 4EAcos3p

FO _  F2H _ FH
U=w = o= -
2 4EAcos3p 2EA cos3




Densité d’énergie de déformation
relative: U, ?

On applique une force F a I’extrémité libre. La température initiale est de
Ty = 20°C, puis elle est augmentée jusqu’a atteindre Ty = 120°C. Apres
chauffage et avec F maintenue, I’élongation a I’extrémité libre de la barre est

de 0 (i.e. 6(L) = 0). Calculer U,. F=7200GPac =10-10-6 K1
L=05mt=0.01m b=0.03m

t

F 1 2
Uy = EE(ETOT — &7)

A. 100 kPa
B. 200K]
C. 0
D. 100K] , , o

0% 0% 0% 0% 0%
E. 200 kPa A B C D E



Energie de déformation relative 2D

m Regardons le cas de Contraintes dans le plan:

y
{}’ oy ag,
% 1
' /4(,/' = ::___be
: - i e oo : |
- |
et i > 0 E i E .
V| : f :
91_(: ________ = ' o, .t . ,i;v_
. T x Tz
1
P d5 if lineaielastic 1 E 5
‘/‘/ — i 7 — 5 1Y
d;

m En calculant le travail des composantes individuelles des
contraintes normales et de cisaillement, la densité d’énergie de
déformation relative est: 1

Uy = 5 (0zEs + OyEy T Txy%vy)




Energie de déformation relative en 2D

m En réformulant selon les composants de contrainte ou de
déformation relative: la densité d’énergie de déformation relative:

L (02 4 02— 200,0,) + 22

U= 5 (o + 0y — 20e0y) + o0
E G,
U= S (€2 + &) + 2vezey) - g 7

m Important: Ces formules ont été dérivées que pour I’état de
contraintes dans le plan!



Energie de déformation relative en 3D

m Formule complete en 3D pour la Densité d’énergie de
déformation relative:

1
Ug = E (O-xxgxx + OyyEyy T 05,872 T TxyVxy + TyzVyz + szyzx)




Quel cas est le plus efficace
énergétiquement ?

A. Contraintes dans le plan

B. Déformations relatives dans le plan

1
Ug = P (Gxxgxx t OyyEyy + 052822 + Ty Vuy T TyzVyz + szyzx)




Densité d’énergie de déformation
relative: U, ?

Soit une plaque (un cas de déformation relative dans le plan selon I’axe z)
chargée selon les matrices de contrainte et de déformation relative suivantes.

Calculer U, 1
UO = E (Uxxgxx + Uyygyy t 05,85, + Txyyxy + Tyzyyz + szyzx)

2 05 0 5 4 0
6=(05 1 O0|MPaé=(4 2 0)-10—4

0 0 1 0 0 O
A. 650]/m3
B. 800]/m3
¢ 1400]/m3
pD. 700]/m3
0% 0% 0% 0% 0%
E. 1300 ]/m3 A4 B C D E



Réesumeé Partie 4

m Energie de déformation relative en 1D (])

_FL U - EAS’
~ 2EA - 2L

U

m Densité d’énergie de déformation relative (J/m?3)

Uozfads:fEedEZ%Eez Uﬂ=fads=fE(E—Er)dE=%E(E—ET)2
0 0 Er er

m Densité d’énergie de déformation relative en 3D (J/m3)

1
Ug = 5 (Uxxgxx T OyyEyy + 022822 + Ty Vuy T TyzVyz + szyzx)
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